Equations différentielles linéaires du premier et du second ordre

1. Equations du premier ordre

Une équation du premier ordre est une équation du gjpey —ay=0 ou a
est une constante réelleyatine fonction dérivable.
De facon évidente la fonction— y(x) =k e* est solution de I'équation.
Pour montrer qu'il 'y en a pas d’autres on peut utiliser la méthode
variation de la constante qui consiste, puis@ie est toujours non nul, 3
chercher la solution de&)(sous la forme générable— y(x) = k(x) e ouk est
une fonction dérivable. Dans ce cas on a :
(e) = k'(x)e* +k(x)ae™ —ak(x)e** =0

= k'(x)e** =0

= k'(x) =0
x> k(x) est par conséquent une fonction constante;> y(x) = ke*

donc les seules solutions d®. (
Remarque :si on fixe une condition initialey(x,) =y, alors la solution est

unique car elle correspondka= Zgo .
e

sont

2. Equations du second ordre

Il s’agit d’équations de la forme] : y"+ay' +by= 0.

L'équation r? +ar +b = 0 appelée équation caractéristique @ (osséde
deux racines réelles ou complexes éventuellement égales que je notérai
On vérifie aisément que — y(x) = ke™™ est solution deg(). En effet pour tout
X, y'+ay +by=kr e" +akre" +bke" = k(rl2 +ar, + b)erlx =0 puisque r,
est racine de” +ar+b= 0

Comme précédemment on cherchera alors la solution générale sous la
x> y(x) =k(x)e™ ouk est une fonction dérivable.

Dans ces conditions :

y'(x) =k'(x)e™ +k(x)r,e"™ et

|

y'(X) =k"(x)e" + 2K (X)r,e™ +k(x)r,e" .

(e”) s’écrit alors :
K'e™ + 2k rler1 +kr,%e"™ + a(k'er1X + krlerlx)+ bke™ =0 ou encore :
K"+ (2r, +a)k' + (rl +ar +b)< =0 ce qui se réduit finalement a :
K"+ (2r, +a)k' = 0.

de la

Si r, est racine double der?+ar+b= Oalors 2r,+a= 0 car
r,+r, =2r, =-a. L’équation k" +(2r, +a)k' =0 devient dans ces conditions
k" =0 et par suitek'(x) =A et k(x) =Ax+u. Dou :

y(x) = (Ax+ p)et.

* Sir, est racine simple (éventuellement complexe) alors l'autre racmérifie
r,+r,=—a. Dans ces conditionsk”+(2r,+a)k'=0 est équivalente &
k"+(r, -r,)k'=0. Si on posez=k' on obtient alors I'équation du premier
ordre : 7 +(r, -1,)z=0, équation qui a pour solutions— z(x) = Ae>™*_ k

primitive dez s’écrit donck(x) = ———e™* + 1 et dans ces conditions :

r,—n
A )
y(3) = %76@2 R % = 7+ e
2 h r, = rl
D'ou :
y(x) =ne”* +ue™ en posant = .
r,—n

Remarque sir, et r, sont complexes alorg et r, sont conjugués. On pose
alorsr,=a+ip et r,=a-if aveca et B reels. Dans ces conditions les

solutions y(x) =ne® +pe™ pourront s'exprimer sous différentes formes
équivalentes :
forme y(X) = N TPX 4 el

y(x) = (n, sinBx) + 1, cosPx) g™
y(x) = (n, cosBx + ) )e™*.



